L’équation de Dirac
Le mariage de la relativité et de la mécanique digare et la naissance de I'antimatiere
\ Notes de Pascal Debu
25" "*festival d’astronomie de Fleurance, 7-14 ao(t 2015

— Prérequis :
o0 notions de mécanique quantique, fonction d’'ondspét, équation de
Schrdodinger
0 expression de I'énergie en relativité restreintgdyivecteurs
o algébre linéaire, calcul matriciel, dérivées pi#dse

— Objectifs :
0 montrer comment la tentative de réconcilier 'éguate Schrodinger
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a conduit Dirac a la prédiction de I'existence dsifron, antiparticule

de I'électron.
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Repéres historiques
- relativité restreinte

o
o
o

o

0]
0]

1864 : équations de Maxwell

1881-1887 : expériences de Michelson et Morley,dxa@her ?

1895 : transformations de Lorentz (contraction delamps
électrostatiques, augmentation de la masse destroglec en
mouvement)

1898 : Poincaré propose que ¢ = constante dansstdes directions,
sans abandonner I'éther

1905 : Einstein : principe de relativité et ¢ = stamte

(1907 : Espace de Minkowski mathématisation dédmrie d’Einstein
et inspiré d’une publication de Poincaré en 1905)

— mécanique quantique

o
o
o

0]
0]

1900 : loi de Planck pour le corps nairconstante de Planck h
Einstein 1905 : effet photoélectriqeephotons

modele de Bohr (orbites stables, transitions paisgon/absorption
d’'un photon, quantification du moment cinétigue n#)

de Broglie 1923 : particule ondeh/p

hypothése présentée par Schrodinger en conféreRéaction de
Debye : onde sans équations?

— équation de Schrddinger 1925
Schrédinger aurait d’abord écrit I'équation dite idiein-Gordon (5 publications

plus tard sur ce sujet en 1927 dont Klein et GoreibFock), mais spectres atomes

hydrogénoides incorrects (Paschen 1926)etour aux formules de la mécanique
newtonienne

— spin

. (Kronig non publié a cause de Pauli, Bichowst Urey non publié a

cause du facteur de Thomas (1926) non connu dfeaosition publiée par

Goudsmit et Uhlenbeck (1926) encouragés par Elsenfg=2 OK (facteur

de Landé de I'électron introduit en 1921 pour eypdir I'effet Einstein-Haas,

pour lequel un facteur 2 manque si on interpret@mdenent magnétique d’un

corps en prenant en compte une rotation des éegtreeffet Zeeman

anormal, mais probleme dans la structure fineaetefir de Thomas ignoré !
— eéquation de Pauli et Darwin (1927)
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Paul Adrien Dirac (1902-1984)

0]

0]

©O O 0o

0]

thése (maths pures) 1926 : équivalence entre lamgie matricielle
de Heisenberg et la mécanique ondulatoire de Stigéd

1927 . premier formalisme mathématique de la tleédes champs
(quantification du champ électromagnétique)

1928 : équation de Dirac (insatisfait par 'équatde Klein-Gordon du
2" ordre prédisant des solutions d’énergie négativies densités de
probabilité négatives), explication du spin et de 2

1931 : prédiction antiélectron, antiproton

méme article : monopole magnétigaequantification charge
fonctiond de Dirac

statistique des fermions

prix Nobel 1933

— Equation de Dirac (1928) :

o

©O O O0OO0Oo

premier ordre
fonction d’onde a quatre composantes interconng¢ggeneur)
densités de probabilité positive
spin de I'électron : deux composantes
facteur de Landé g =2
quid des deux autres composantes d’énergie négative
" rejet?
= proton ? Weyl critiqué par Dirac (1929)
= 1929 : mer de Dirac (états d’énergie négatives quiestous
occupés —principe de Pauli 1925-, les trous se odemt
comme des particules de charge positive, les psd2dimeutrons
pas encore découverts : électrons 1897 Thomsomprserd 918
Rutherford, neutrons 1932 Chadwick), masse plusdgaa
cause de la mer ?
= fortes critiques de la communauté et notammentate Bt Pauli
= 1931 : Dirac postule I'existence de l'anti-électrende l'anti-
proton
1932 : découverte du positron (ainsi nommé par Asale dans son
article de 1933) par Anderson a Caltech, confirmpée Blackett et
Occhialini a Cambridge. Nouvelle recue avec scegptie, mais les
doutes se dissipent et la prédiction de Dirac @stitnée.
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Plan du cours

A. Introduction
i. E=hv ; A=h/p;interférences électrons
ii. équation d'onde « classique »
iii. équation de Schrodinger
B. Le spin de I'électron
i. spin de I'électron : Stern-Gerlach 1922 (quantifioa de L et spin %2), effet
Zeeman anormal)
ii. fonction d’onde a 2 composantes
iii. matrices de Pauli
C. Equation de Klein-Gordon

i. E=p’c+ntd¢— équation de Klein-Gordon

D. Motivations de Dirac
i. équation de continuité Schroédinger
ii. équation de continuité K-G
iii. problemes de I'équation K-G :
second ordre en temps, probabilités et énergieatnéss
E. Etablissement de I'équation de Dirac
i. |[Equation du ¥ ordrg — on sort du cadre : nécessité des opératevies/
et d'une fonction d’'onde a 4 composantes
ii. matricesy
jii. équation de continuité, probabilités positives
F. Solutions de I'équation de Dirac libre
i. solutions & énergie positive gvlutions & énergie négative
G. Représentation de Newton-Wigner
I. définition
ii. opérateur position moyenne
H. Equation de Dirac en présence d’'un champ électromagtique
i. impulsion et quantité de mouvement
ii. lagrangien des forces de Lorentz
ii. relations de commutation et principe de correspamdapour I'impulsion
iv. hamiltonien en présence d’'un champ électromagnétiqu
V. approximation non relativiste
vi. solution & énergie positive : spin |et facteur dadlé g
I. Interprétation des solutions a énergie négative
i. Mer de Dirac
J. Conjugaison de charge, masse et charge du positron
K. Paradoxe de Klein
i. barriere de potentiel Schrodinger
ii. Paradoxe de Klein
L. Zitterbewegung
I. représentation de Heisenberg
ii. équation du mouvement
M. Epilogue. Sortie du probléme ?
i. seconde quantification : théorie des champs

ll. réhabilitation de I'équation de K-G.
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Corps du cours

A - Introduction
- E=tv; A=h/ p; interférences électrons
- eéquation d'onde, équation de Schrodinger, princigke
correspondance

Apres l'introduction de la constantepar Planck en 1900 pour décrire correctement
le spectre de rayonnement du corps noir, et I'eapbn en 1905 de l'effet
photoélectrique par Einstein, on se retrouve avees dphénomenes
électromagnétiques tantét ondulatoires, tantotusanplaires.
La propagation des ondes électromagnétiques estadgar une équation d’onde :
ON _conm o A =(v. A
ot’ ’ ’
Onde plane en notation complexe (seule la parédleréa un sens en physique

classique) :

A (?,t) = Re[a” exp[—i(a)t -k Ef)ﬂ
Un photon d’énergi& correspond a une onde de fréquenceE/ h : I'équation
de propagation donne la relation? =c’k* = E*= p*c’ si on se souvient que :

w=2mw=E=hw ; p=hk.

Motivé par le modele de Bohr de I'atome, dans |edgee électrons ne peuvent se
trouver que sur des orbites particulieres, asswamsi la stabilité des atomes, De
Broglie fait en 1923 I'hypothése que les électreascomportent comme des ondes
de longueur d’'ondel =h/ p, tout comme les ondes électromagnétiques peueent s

comporter comme des particules. Cette hypothesdignep la possibilité de
phénomenes d’interférence, ils seront observé®2n faar Davisson et Germer.

Schrédinger, motivé par Debye, cherche alors I'qnad’onde de I'électron, car
I’équation habituelle ne marche pas puisque laioglantre I'énergie et la quantité

de mouvement n’est pas la méme. En mécaniquealgssE = p*/ 2m+ E .

Si on s’inspire de I'équation d’onde du photonyoit que pour une onde plane :
A o . : L
iha_tﬂ:EA&‘ et -inlJA, = pA,, et donc, pour satisfaire la relation précedeeate,
utilisant le principe de correspondanifej—tﬁE et —ind=p, il faut écrire :
/A . . , L ,
[ E——?nm/Hprw, ou la fonction d’'onde/ décrit un électron ayant une

énergie potentiell& | en plus de son énergie cinétique.
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Schrédinger calcule les niveaux d’énergie de I'aodhydrogéne en partant de
cette équation et obtient des valeurs en bon a@azd les mesures, et notamment
les séries de Lyman, Balmer, Paschen.

E,=13,6 eV ; E =-E /rf A i et LR
Série de Lyman (ultraviolet) : ‘ e

n=2 = -3,40 eV
At=R,(1-1/r?) ; R =1,09% 16 m' sére de baimer

Série de Balmer (1885) (visible) :
AT=R,(1/22-1/n?)
Série de Paschen (infrarouge) :

AT=R,(1/F-1/r)

— o -13,6 eV
Série de Lyman

(ultraviolet)

n=1

B - Equation de Klein-Gordon

- E=p°¢+ ntc : équation de Klein-Gordon

Malgré cette avancée majeure, la situation ressatigsfaisante. pour plusieurs
raisons : depuis 1905, on connait la relativitéreaste, et I'équation de Schrédinger
est incompatible avec les principes de la relaiinvariance des lois de la
physique par changement de référentiel galiléen).

En fait Schrodinger avait commencé par ecrire umeagon compatible avec la
relativité. Suivant la méthode utilisée précédemmen veut appliquer le principe

de correspondance = ih% . p=-in0 alarelation de la relativité :
E*= p°c®+ ntc, on obtient I'équation de Klein-Gordon :
_h2 azl// — _hZCZA + m2 ék//
e Y cy.

En calculant les niveaux d’énergie de l'atome dimg@ne avec cette équation,
Schrdédinger a bien trouvé les séries spectroscepigrécédentes, mais la structure
fine des raies —c’est-a-dire la dépendance dergmel’'un niveau n avec le moment
cinétigue orbital de I'électron — (Sommerfeld 19D8bites elliptiques), déja tres
bien mesurée (Paschen 1916) est mal reproduite.
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Ainsi, les niveaux n=2, |=1 sont deégénérés, ce qui n'est pas le cas
expérimentalement XS,=2'P,# 2'R,). L'équation non relativiste donne

finalement de meilleurs résultats, bien qu’eux aessaccord médiocre avec les
mesures.

Exemple :

« Structure fine du nivean=2 :
Noter que ces corrections a I'énergie d'un niveanng sont de l'ordre de

10 seulement !

Décalage des niveaux par rapport au niveau 2131,2 Schrodinger
1.0

o
n
—————

—
=
=
=z
o 0.0- L . *
g ®
= e (et * —— Schrédinger
S -05- : .
: o o || === Klein-Gordon
® ‘ Mesures
E -
@ -1.“_— ',
=]
L] [ Pl
© I »
S -15- )

-2.0 : : :

2812 2' Py 2' P

La raison, qui sera comprise plus tard, est quectesections dues aux effets
relativistes (vitesse de I'électron de l'atome dilggene de l'ordre de 1% de la
vitesse de la lumiere) sont partiellement compengize celles dues au spin de
I'électron (voir paragraphe suivant), qui induit moment magnétique intrinseque
pour I'électron, moment magnétique qui interagik@le champ électromagnétique
créé par le proton et entraine un décalage desumve’'énergie. Cette compensation
partielle fait que les niveaux d’énergie calcul@sal’équation de Schrédinger sont
en meilleur accord avec I'expérience que I'équatierKlein-Gordon.

C- Le spin de I'électron
- spin de I'électron : Stern-Gerlach 1922 (quantitioa de L et
spin ¥2), effet Zeeman anormal)
- fonction d’'onde a 2 composantes
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- matrices de Pauli; propriétés, relations de comemion et
d’anti commutation

Méme si I'équation de Schrddinger décrit assez lesrelectrons dans les atomes,
les physiciens se heurtent a des phénomenes insofaffet Zeeman anormal 1896,
expérience de Stern et Gerlach (1922), structupeffime des raies spectrales), qui
ne trouvent une explication satisfaisante que patrdduction (Goudsmit et
Uhlenbeck, 1925) d’une propriété supplémentairééectron : le spin, ou moment

cinétique intrinséque. Le spiB s'ajoute au moment cinétique orbitEI:FDB
pour former le moment cinétique total de I'électron

De ce fait, il possede un moment magnétique irggae qui interagit avec le champ
magnétique extérieur : en présence d'un champ ntigge¢ un électron acquiert

une énergie supplémentairg¥ —€) : AE = —gz—éﬂﬁ ,avecg =2, analogue a la
m

relation classiqueAE =— 9 LB au facteur mystérieug pres (facteur de Landeé,

2m
1921).

Il faut donc ajouter «a la main » un terme supglét@ire dans I'équation de
Schrddinger pour prendre en compte cette varialiénergie (équation de Pauli,
1927) pour le calcul des spectres atomiques, no&arhm

Comme les autres quantités physiques, le spinrestobservable, chacune de ses
composantes est décrite par un opérateur linéarmitien, qui peut donc étre

représenté par une matrice si on fixe une basezetﬂszsxyyyzzza”2 ou on a

: : : : 01 0 -i 1 0
introduit les matrices de Paulp, = , O, =] . , O0,= :
10 N ) 0 -

Ces matrices possedent les propriétés de comnmutatto d’anticommutation
suivantes, qui seront utiles dans la suite :

[0.0]=2g0, : {ga}=231.
En conclusion, I'électron dans I'atome est décdt pne fonction d’'onde a deux

a : . : : :
composantesw:f(x, Y, z)(b) qui possede une partie spatiale et une partie

interne. On appelle cette fonction un spineur adeumposantes.

Si a=1etb=0, I'électron a son spin dirigé suivant (S, (¢) :%l//).
Si a=0 etb=1, I'électron a son spin dirigé suivant. (S,(¢)= —%w).
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D - Motivations de Dirac
- équation de continuité Schrodinger
- eéquation de continuité K-G
- problemes de I' équation K-G :
- probabilités négatives, énergies neégatives, du rskco
ordre en temps

Méme si les corrections de spin ajoutées aux ciorec relativistes donnent un
excellent accord avec les mesures, I'équation ag#nKBordon a plusieurs défauts
qui motivent Dirac a chercher une équation plusfsasante.

Premier probleme : I'équation de K-G est du secanalle en temps, et la donnée de
la fonction d'onde a l'instant initial ne permetspae prédire son évolution,
contrairement a I'équation de Schrodinger.

Second probleme : I'équation de K-G a des solutibésergie négative.

En effet les ondes planes(r,t)=N exp{—%(Et—Bfr)} ol N est un facteur de

normalisation sont solutions pofir=*/ p°c+ nt ¢.

Troisieme probleme : I'équation de Klein-Gordon permet pas de définir une
probabilité de présence positive !

Voyons cela de plus pres.

Avec I'équation de Schrddinger, si on définit lansliéé de courant de probabilité (&
partir d’ici, on utilise les unités naturelleg =1;c=1):

- 1 * — A A * . , .
=—Im[z/1 D{p] et la densité de probabilitg=¢/ (¢, on obtient I'équation de
m
continuité (voir démonstration ci-dessous) :

a—'0+div*j =0 , qui exprime la conservation de la probabilit@ale de présence au

ot
cours du temps%'[vpdv = —J‘S] [dS=0 siV est le volume total).

Notons que, pour une onde plane :

2
T=r1n|m[w*ﬁw] =%Im(iﬁ) =|NFv=pv.

Démonstration de I'équation de continuité :
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E-w‘ﬂ"“ﬂa
X
0 1 \
( 1Ay _V j ( 1Ay V j a_ltﬂ:_ﬁA‘”J’T‘”
X=|+=2F 2y lw+y | -222+ Ly | card 7.
I 2m i I 2m | 6¢/:+1Aw*_!qf
ot 2mi i
1

(e v o)

= O(yly -y ) :%ﬁ(—Zi im{¢'T])=-00 cQFD

2mi

Avec I'équation de K-G, et pour rester compatibleala relativité, il faut définir
un quadrivecteur courant :

1 0 0 O
O -1 0 O
Métrique (espace de Minkowskixy,, = g* =
que (esp )g‘” J O 0 -1 O
O 0 0 -1

! =-—im[g' 'y ] avec [*=p =i, i’=i, 4,

3 (s

Avec cette definition, on obtient I'équation de tiooité 0,j“ =0 en utilisant
I'équation de K-G.

Démonstration :
2 2
K-G: oY Zj =-9¥ 1'12/+
ot 0X
Donc :aﬂ(w*aﬂw) =0,y 0"y -y nty ,doncd,j* =0, CQFD.
%,_/ ﬁf—,
réel réel

My soit :0 ,0“w + iy = (

Le probléme, c’est que, pour une onde pIMé,t):Nexp[—i(Et—Bﬁ)J, on
obtient :

2 2
jO:p:—£|m|:w*al/j:|:—‘N‘ |m[—|E]:ﬁE ,
m ot m m
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et cette quantité est négative pour les solutiofsetgie négativeE =—/ p° + nt .
Difficile de concevoir une densité de probabili&gative !

E - Etablissement de I'équation de Dirac
- onsortdu cadre
- nécessité des opérateusset f et d’'une fonction d’'onde a 4
composantes
- matricesa etf
- matricesy
- équation de continuité, probabilités positives

Dirac cherche donc a écrire une équation du preangre par rapport au temps, et
donc aussi par rapport aux variables d’espace seddw principe de relativité :

iaa—l’f=(—iaDD+m,8)w ,
ol a et B sont des paramétres constants & déterminer.
Il veut aussi qu’elle soit compatible avec la rielatentre I'énergie et la quantité de
mouvement et donc retrouver I'équation de Klein&or en dérivant deux fois par
rapport au temps :

oYy | — — — — o
5 —(—|a[[[] +m,8)(—|a[[D + m,B)z,ll—(—D + mz)z,l/
Alors, en développant et en identifiant les ter@&soite et a gauche, on obtient les
conditions :

2 _ 2 2 2
a,=a,=a,=p"=1

aa,+aa,=0..etc..
apf+pa, =0 ..etc ..

Les paramétres et 8 ne peuvent donc pas étre des nombres ; il faudpeedes

opérateurs linéaires, qu’'on peut donc représerdedes matrices, qui agissent sur
une fonction d’ondes a plusieurs composantes.

Propriétés de ces opérateurs déduites du syst@&gaations precédent :
- hermitiques cav(—iEEIﬁ+m,8) est le hamiltonien du systéme et doit

donc étre hermitique (noter queiﬁ :B est hermitique) ;
- de valeurs propres %1 car leur carré vaut I'idéntit
- de trace nulle car (on rappelle qUie{ AB) = Tr( BA) :
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A A~

px(a.8+pa,=0)= Ba,p=-a,= T(pa B)=Tr(a,)=-Tra )=0
px(a.6,=1)= p=-a,Bd,=Tr(B)=-Tr(B)=0

- et donc d’apres les deux propriétés précédentadintknsion2nx 2n.
Il N’y a pas de solution en dimension 2<1), car deux matrices de carré égal a
I'identité qui anti commutent sont indépendantes,jlan’y a que trois matrices
hermitiques indépendantes en dimension 2 non égdlieentite.
On peut facilement trouver une solution en dimemgicen utilisant le fait que les
matrices de Pauli ont des propriétés analogues :

0 o] ~ (I o
L= Javec

Qb
I

A~ ~

o O 0 -l

1 0) ~ 0O 1\ ~ 0O -i) ~ 1 0
Ox = gy=| . ;=

0 1 10 i 0 0 -

On voit donc gqu’on est conduit a élargir 'espace eprésentant les états, ce n’est
plus un espace de fonctions a valeurs complexes, iman espace de fonctions a
(au moins) 4 composantes complexes. Il reste a irgedter physiguement ces
fonctions.

—_>
1

Pour alléger les notations, on notera dans la suite les opérrsitsaansA quand il
n’y a pas d’ambiguité.

Notons qu’il est possible de trouver d’autres matrices swisitile ces équations.

En fait tout ensemble de 4 matrices construites a padinthtrices précédentes par
une transformatiorM — UMU" ou U est une matrice unitairdJ(U =UU"=1)
vérifie le systéeme de contraintes, comme on peut le voiraodgrent.

Toutes ces solutions conduisent a gggésentations équivalentesle la physique.

Il suffit de représenter le systeme physique ireti@nt décrit pagy par la nouvelle

fonction d’'ondey' =Uy
7/ — OUY (=
|E—(—|aﬂﬂ+mﬁ)¢/:>|T—(—|U aD]]+mU,3)l//

=i=%=(4udl *Dﬁ+mu,6’u*)u¢:>i%=(—i5'Dﬁ+mﬁ')w'

Réciproguement, tout systeme de matrices solutions dunsystdbtient a partir
d'une transformation définie plus haut (c’est un peu l@ngiémontrer, et on
admettra ce résultat).

Pour donner une forme plus symétrigue entre les coordonsgasales et
temporelle, on introduit les matrices :
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y'=8 ; y*°=pa,,,, soitdans la représentation dite standard :

o2 s

En multipliant I'équation de Dirac initiale pay’ et en utilisant le principe de
correspondance, on obtient (on prend soin ici de distingopéﬂateur(f);) du

quadrivectew( pﬂ):

al//_ _._’ — yA_ —_

IE_( |al]]]+m,8)t//_>(y P, m)l/J—O

Avec :

y”@zyob\o—f/ﬁp : /[:\b#li . p=-i] soit /|d\J=B”

ot
Remarque : il faudrait pour étre complet expliciter comnsentransformey/ pour

rendre I'’équation de Dirac formellement invariante par transfation de Lorentz.
Nous ne le ferons pas, cela est au-dela les objectifs de ces notes.

Les problémes associés a I'’équation de K-G sont-ils résolus ?
» le premier I'est par construction ;
» le troisieme l'est aussi! En effet, si on définit le quaetteur densité de

courant parj“ =¢/'y°y*y , on a :0,j"=0
Démonstration :

01" =04 ) vu+y'yy (0.4)
Eq. Dirac iy*0 g —my =0= i)y°y 0 g —myy =0
. T
:>—|aﬂ¢/T(y°y“) -myy°"=0
Or:
Vi=B"=p=y°
t t ,
(y0y1,2,3) =(ﬁ2ax,y,z) :ax,y,z:yoyllzy\
Dot : 9, = ~¢/' Y’y +¢'y""y =0 CQFD
i |
Et °=¢"Y%YW =y >0 On peut définir une densité de probabilité positive et

conservée !

Remarque : il faudrait pour étre complet montrer gueest bien un quadrivecteur,
et pour cela utiliser la loi de transformation @ par transformation de Lorentz,
gue nous n‘avons pas vue.
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e Quen est-il du second probleme, l'existence de solutionsiedies
négatives ? Pour répondre a cette question, il faut éroleés solutions de
I’équation de Dirac...

F - Solutions de I'équation de Dirac
- solutions & énergie positive sblutions & énergie négative
- représentations et transformation de Newton-Wigner
- Opérateur position moyenne

Cherchons les solutions en ondes planes de I'’équation de Dirac :
w(p,)
u,(p,)
U;(p,)
u,(p,)
w(p,)
u,(p,) | [Ua
u,(p,) u
u,(p,)
« spineurs » a deux composantegs,et u,, et I'expression « spineurs » s’éclairera
dans la suite du calcul.

Alors, en notant quef);[exp(—ipﬂx”)]z P, exp(—ipyk’) ou on a distingué

l'opérateur quantité de mouvement de la quantité devermant elle-méme,
I’équation de Dirac devient :

(0, 12 ]=0

b
En utilisant les expressions des matrigesn obtient :

ERnen
olp -ElI \U U,
CJE-mu=o0py() o oy
Dol : o =>(E*-m’)uy,=(c0p u,= Fuy,
{(E+m)ta=05pt;(2) (&) ={00 ’

Pour la derniére égalité, on a utilisé l'identité :
(6X)(o¥)=%0¥ 1+ (XD Y)o
Alors, on retrouve la relation relativiste :

E’=p°+nf= E=+cavece=, g+ M= m

Y(x") = exp(—ipﬂx”)

On pose j pour alléger les notations. On introduit ainsi deux

b
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Pour E=+&, on peut diviser (2) pa(rE + m) , €t pour toutu,
u

a

E+tm

Y(x") = (5

P ju exp(—ipﬂx”) est solution de I'équation de Dirac.
Pour E=~¢, on peut diviser (1) pgE - m), et pour touty,

olp
- u
Y(x")= [£+ m] ° exp(—ipux”) est solution de I'équation de Dirac.

Uy

On trouve donc des solutions d’énergie négative trbisieme probleme n’est pas
résolu. Que faire de ces solutions ?

Les déclarer non physiques et s’en débarrassezs? fossible pour des particules
libres, car il existe en effet, pour 'équationieac libre, une représentation
(représentation de Newton-Wigner) dans laquellpeut écrire I'équation
d’évolution en deux équations séparées décrivamolution des solutions positives
et négatives. Elle s’obtient comme un cas parecule transformation de Foldy-
Wouthuysen (1949) —voir paragraphe suivant. (Mal)dbesement, la séparation
exacte des solutions ne fonctionne pas en présemecehamp electromagnétique...
On discutera au paragraphe | les autres interpasatlie ces solutions.

G- Représentation de Newton-Wigner

On voudrait découpler les équations d’évolution si@sitions d’énergie positive et
des solutions d’énergie négative pour éliminerdargieres.

Pour des particules libres, le hamiltonien de Dg'&crit : H :EETO+,Bm.

Considérons l'opératels = 525 —1(1+ ﬂ%) (avece =/ p* +n7 .

+m 2

U= ,/ P g £+m I+,Ba[p)

=N 2¢ i (e+m I+a[p,8) carf’ =1, a @ e’ =p
£+m2£

U =—— | (e+m)’ 1 +(e + m)| aLpp+BaLp | +(a pABa ()

E+m2e

Ocaraf+pPBa=0
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1 1
£+m2£

1 1
£2+2em+ nt + = |
£+m2£( pz)

((£+m) + pz) | caraa, +a,a = 2 |

De méme on trouvelU " =1, 'opérateurU est unitaire.
On change alors de représentation des solutiopssant® =Uy .

sii%% -y W alorsi oD _; o(Uy)
ot ot ot

=UH o =(UH U T )Ug) =H @ .

CalculonsH , :
Hw =UH U’

2 1
‘/g £ 28((£+m)l+,8aDo aDp+,8n) /£+ 2‘9 (e+ ) I+aDpB)

—gimzt((£+m) I +,BaEp)(aDp+,8m)((£+ n) I+aDpB)
X

X =(e+m)aOp+ g+ nfe+ MmB+ Bal B
=(e+m)aOp+ gB+ n(e+ mB- mOp

Donc :

H,yy = 1((g+m)|+,BaE|o)((£+ maOp+ BA+ nfe+ MB- WDQ’

E+m2e
__ 1 af(e+m)aDp+(e+m BB+ nfe+ g B te+ jul
E+M2e| +(g+m) - Falp- e+ MaOp mip

= (@B((erm 2o m- ) (2er B be s Ko il

E+m2e
1 1
= 2cp’+2mp’ + nE?+ m+ 2 M-
£+m25('8( sp’+2mp + nE 2c mﬁ)) &6
Finalement :
0P,
0P or T % _( .
|—=&0P = en posant¢ =
ot i%:—g]} (Db
ot "

On a découplé les solutions d’énergie positiveegiative dans cette représentation.
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Remarque : attention, les opérateurs dans la rempEsn de NW changent a priori,
mais p (et J) commutent avet) , et restent donc inchangés. Ce n’est pas le cas de
I'opérateur position : cet opérateur devient unraf@r de position moyenne.

Opérateur position moyenne

L’opération rnw @ dans la représentation de NW donne la posifiomnultipliée
par la moyenne d¢ sur une distance de 'ordre de la longueur d’oshel€ompton

de la particule.

Montrons-le :

Par transformation inverse, cet opérateur représdinpérateur R dans la
représentation de Dirac, défini par :

Or_<F U F'> = ”<F p %<B‘U ‘To> dﬁp'<ﬁp"ﬁr'> et <F B> = (2;)3,2 exp(iB D_f).
De plus <p‘U‘ p> (p p)< qu@ carU commute avquo :

(Pl plp)- < dU\ B=(p o B= %Py =P p=osi sk
< > ( )exp(l p [@r -r ))d p

:>< ‘U‘ >:O SI‘I’—I‘ ‘>>1/m.
Ainsi, la transformation de Newton-Wigner est wrasformation non locale dans
laquelle le spineur transformé'(?) s’obtient a partir du spineur initial par une

sorte de moyenne dqy(F) sur un volume de dimension linéaire de I'ordrelale
longueur d’'onde de Compton de la particilé mc :

wO=(Pl) =)

L'action de I’operateurR, dans la représentation de Dirac, sur un spineusiste a
multiplier parF en remplaganw(F) par une certaine moyenne du spineur dans un

domaine de I'ordre dé / mcentourant le point. C’est ce qui était annoncé &boud
de paragraphe.

H - Equation de Dirac en présence d’'un champ électromagtique
- Lagrangien des forces de Lorentz
- impulsion et quantité de mouvement
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- relations de commutation et principe de correspardapour
'impulsion

- hamiltonien en présence d’un champ électromagneétiqu

- approximation non relativiste

- solution a énergie positive :
spin de I'électroh €t facteur de Landé g

Impulsion et quantité de mouvement
Par définition, on appelle_impulsion le moment cgpujé de la position dans le

: : oL : ) :
formalisme Iagranglen:pj:a—, . Dans ce formalisme, les équations du
X.
J
. dp
mouvement s’écrlveni;ﬂ = i
dt  0x

« Exemple simple : particule non relativiste dangatentiel dépendant de :
L(%,V) =% m¢-VJY= p= m
dfoL|_oL _ d(mv) —_AvV
dt{i ov )] 0x dt

» Le lagrangien qui permet de retrouver les forcekatentz pour une particule
chargée relativiste s’écrit :

_ R, d(ymil)
Force de LorentzE :q(E+ v B) ==
E=-0v-2A
Rappel : ot
B=00OA

Lagrangien correspondant :
L =-my/1-V? + qv.A- qV
—~ L mv -

=" = +QgA
P Py /—1_\/2 q
)

- — V — —\2
H=v.p-L=m——+mJl- V + qV:\/ m+( p qgfh+ g
V1-V? ( )\

Démonstration :
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Equation du mouvemen % . Exemple : projectionl'ane x

dt
)

. K L A, ZaAz av ym\4 ag 0A Q% 0A Oy 0A0Z

ox U ax Ve ax ot /6/)(6t dy t 0z ot

@T@
=< i

oV _0A , |9A _9A |,  [0A _0A|_ 0V _d(ymy)

soit :q| -
D 7x ot W ax oay| :lax az| ax dt
E, I e -B

2 y

. e d(ym S

d'ou finalement : (ymy) =q[Ex +[VD B] J
dt x

On voit donc qu’en présence d’'un champ électromiagune I'impulsion n’est plus

égale & la quantité de mouvement mais onpe=77+qA, ol on a notérr la

guantité de mouvement.

Principe de correspondance

Le principe de correspondance de la mécanique iquans’applique a I'énergie et a
limpulsion, ceci afin que les équations d’évolutiale la mécanique quantique
redonnent la mécanique classique a la lirhite 0.

En présence d’'un champ électromagnétique, on a:donc
— Cas hon relativisteE=%m\f + qv= Ig—t = é+ qA= -
mv
— Cas relativiste £ = ym+ qV= % . p= Z_;Tﬁ+ qgA= - O
ymyv
On note ici la quantité de mouvementet c’est I'impulsion qui est notéTa.

— —\2
o . | 2 (p-dA
Ainsi, I'équation de Schrodinger devient, puisdue=— = =E-qV:

2m 2m
oy (-iﬁ—q_A)2
! ot 2m

+qVv @

L'équation de Dirac devient (rappel,, est 'opérateurd ) :

o-an) |-l
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v,

Attention, on a noté la fonction donde a 4 compmea(
b

} et non

(Ea]exp(ipﬂx“) car une onde plane libre n’est plus a priori sofut ¢/, ety, ont

a priori une dépendance efi hors de I'exponentielle a cause de la présencA, de

(V-4

dans I'équation, et donf);z/J zpyY.
On se souvient qu@A“) —(V 76\) ; ( Aﬁ)

(E-av)1 ~offp-aA)y,)_ (4,
{ [ﬁp qA) -(E-qV) IJ(‘/’J m[‘/’bj
p, =id, =i(a,,0)

V', =V'E-yp

Ey, = p- aAw, +( v+ my, O

{Ewb =o({p-aAy, +(av- My, @

Limite non relativiste pouk >0 :
E-m qV,‘ qﬁ/t\,ﬁ < n

(2):>l//b=E[ﬁ)_q¢\)wa = (1) (E‘m)l/’a:[(a[qp_qA)) quV}l//a

E+m+ o E+m
or(oe-al (- + ([ - bl Y5
-(5-aA - {50 AT =( - o - oz

On a utilisé pour le dernier terme le calcyd st I'opérateur-id !):
(p-aA)0(p- af=-("0 an qm = {0 f= iq

Valeurs propres de I'énergie :

E-m=o m= B+ me2 m O W
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:>(E—m)=i+ qv _9Bly
2m 2m

EC + Ep nouveau terme ég.

a I'énergie de Pau

I @
1|

2
o 12=- q@ CQFI

Rappel : terme de Paui 2 SBavec! S=7
2m 1 2m

St
I

Ainsi, ¢/, représente le spineur a deux composantes de tiégude Pauli !
Remarque : on peut négliger la seconde composa'antmp/1,061\~ p/m«1 par
hypothese.

On a donc, grace a l'approximation non relativisticouplé les eéquations
d’évolution des solutions a énergie positive eh@rgie negative.

La premiere équation redonne I'équation de Pauli por ¢, a la limite non
relativiste.

C’est un résultat remarquable et un succes majeurall’équation de Dirac, qui
prédit ainsi I'existence du spin de I'électron etd facteur de Landé, qui avaient
da étre ajoutés « a la main » pour rendre compte derésultats expérimentaux.

Il'y a cependant les solutions & énergie négatifte=—m- q m). Pour ¢,, on
trouve alors :Ey, =(—m— q n))z,ab en néegligeant les autres termes. Un spineur a

deux composantes d’énergie négative : une partguil@urait une masse inertielle
négative, qui s’approcherait d’autant plus qu’orree une force répulsive sur elle !
Que faire de telles solutions !?

Regardons de plus pres cette solution dans laelimiin relativiste. On & =-¢
avec £ —m, qv,‘ qﬁ/t\,ﬁ < n. En utilisant la méme démarche que précédemment

mais en échangeant le role des deux équationdytenb:
B, =0 | p- aAw, +(av+ My, @)
B, =0 p- aAy, +(av- My, ()

o)

—£—Mm

o p-qAw,
(1):»wa=j_m+o()nb =(2) (-e+m)y, =

+qV (g,
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Soit, en changeant les signes des deux membré&sgdeation :

i o
@_mw%z‘_?;;_’qv¢b

B
2m

Les deux derniers termes sont exactement les tedimésraction pour une particule
de masse m et de chargq. Si on pouvait donner I'énergie a cette solution, elle

se comporterait comme un électron de charge pesitiv

:>(£—m)=%—qv+

| - Interprétation des solutions a énergie négative
I. Mer de Dirac
ii. conjugaison de charge, masse et charge du pogitron

» Peut-on les rejeter purement et simplement comard ébn physique ? C’est
possible pour des particules sans interaction, o@isme on I'a dit plus haut
dans le paragraphe sur la transformation de Foldyt¥Wiysen, on ne peut
pas trouver de représentation qui découple rig@@ment les deux spineurs
en présence d’'un champ, et on ne peut donc paélitaser purement et
simplement.

e Théorie des trous de Dirac: dans un premier terDsc a imaginé une
interprétation dans laquelle le vide correspondna situation ou tous les
niveaux d’énergie négative sont occupeés par ledréles. Si on ajoute un
électron, il a alors nécessairement une énergigiy@grace au principe de
Pauli. Le vide est donc un gaz de Fermi completénd@généré, et non
observable : les seules quantités observabledesdgviations par rapport a
cet état. Si maintenant on retire un électron dgeenégative, le « trou »
ainsi créé apparait comme une particule de chamgeosge, d’énergie
opposée, donc positive, et d'impulsion opposée.'éhoque, seules deux
particules étaient connues : I'électron et le pro®endant quelque temps, on
a pu croire que les trous étaient les protons,uet lgq différence de masse
entre protons et électrons était due a la diffecdl trou de se déplacer dans
la mer d'électrons d’énergie négative. Cette theaai été rapidement
abandonnée apreés calcul.

« En 1931, Dirac émet alors I'hypothése de I'exiseedtun anti-électron, qui
serait I'effet observable d’'un trou dans la medet&ons d’énergie négative.
Avec cette théorie, on peut alors comprendre latmé de paires et
I'annihilation électron-positron par I'éjection ditélectron de la mer.

C'etait une hypothese trés difficile a proposer dmtement, dans un
contexte ou seules deux particules semblaientreysbur décrire la matiére :
I'électron et le proton! Le neutron ne sera déestiqu'en 1932 ! Dans le
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méme papier (en fait surtout consacré au lien entbropole magnétique et
quantification de la charge électrique), Dirac éraassi I'hypothése qu'il
devrait exister des anti-protons.

Un an plus tard, Anderson découvrait a Caltechépettddamment, une particule de
méme masse que I'électron, mais de charge oppbb#e.fois cette découverte

confirmée par un autre groupe (Blackett et OcahiaiCambridge), 'hypothése de

Dirac est enfin acceptée.

On verra au paragraphe suivant comment interpi&tegolutions d’énergie négative
dans ce cadre.

Malgré cela, cette théorie reste tres insatisféagsarrole dissymétrique entre
électrons et positrons, la théorie est en faitthéerie a plusieurs particules a cause
des processus de création et d’annihilation, difféec de définir les états d’énergie
négative en présence d’'un champ électromagnétmpradoxe de Klein, probleme
des particules qui sont des bosons (comme les )pourisne sont pas soumis au
principe de Pauli et ne peuvent donc pas satuemer d’états d’énergie negative.

J- Conjugaison de charge, masse et charge du positron

Nous montrons dans ce paragraphe comment les awuti’énergie négative
peuvent effectivement s’interpréter comme des pusst

On va voir qu’en appliguant la transformati¢'r(E,B) S Y= iyzt//*(E,—T)), la
solution d’énergie négative vérifie, a la limitemeelativiste, I'équation de Pauli
d’'une particule de méme masse m, de méme spinmHB, de charge opposée : ce

sont toutes les propriétés de la particule gu’avée Anderson, et qu’il a nommeée
positron.

Supposons que :

W= (E:je)(p(_i (Et -p 5()) vérifie :
y (10, —aA, )y = my

Alors :

(o, am o =

yy'* (-0, -aA, )¢ = miy’

Or:

yy*=yyl=-yy’
yy*=yy=-yy’

yy*=-yy’
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yy*=yy’=-yy’
Donc : y2y** =—pHy?
=y (i, +on,)(iv'y') =m(ivy)

Or:iyy =(_ii002ul;’*jexp(i (Et -p 5())

Intéressons-nous a présent a la solution d’énemggative dans la limite non
realtiviste. Dans ce calsl | < |u,|.

. o, — io,u, . — =\
Si E<0, E =-¢, et la fonctioni "y (E,—p)=( C b*JeXp(—l(éT— pD<)) verifie,
-iou,
comme on vient de le voir, la méme équation qu’yaticule d’énergiec,
d’'impulsion p, de masse-m et de charge-q.

A la limite non relativiste, elle représente donc m spineur de positron qui
vérifie I'’équation de Pauli :

—_— —

(& -m)(ioyu) =(£— qV+ qzrsz]( o,4)

K- Paradoxe de Klein
i. barriere de potentiel Schrédinger
ii. Paradoxe de Klein

On donne dans ce paragraphe un exemple des ssrpusgpporte I'équation de
Dirac : un flux de particules peut pénétrer uneibeg de potentiel (supérieure a son
énergie initiale) sans extinction exponentielleange distance.

On commence par rappeler le traitement de cetiat®dh en mécanique quantique.
Pour simplifier, on considere des probléemes a umemnkion d’espace (particule se
déplacant sur un ax@z).

I. Barriere de potentiel en mécanique quantique niativiste

Rappel : solutions stationnaires de I'équation a@@r&dinger pour une particule
d’énergieE dans un potentiel constant :

W(z 1) = exp(-iEt) ¢ (2)

0y _ 1 0%y __ 9"
! ot  2maZ WY=Ep= 2m+V¢
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SIE>V :¢=3gexdipg+ g exp-ip3 avec p=, 20 E V
SIE<V :¢g=gex{-kj+ gexp kk z avec k,/ 2 ¥ E
ou ¢p=a expigz)+a exp-igd avece || | E Y=, &V

On cherche a présent a décrire une situation otuomade plane stationnaire se
propageant vers lespositifs rencontre une barriere de potentiel pdsition z=0
(potentiel nul pour leg négatifs, égal & >0 pour lesz positifs), et on suppose
gu’il 'y a pas d’onde se propageant versdewgatifs dans la région>0. On a
donc:

w(zt) = exp(-iEt) ¢ (z), avec :
pourz< 0 ; ¢ (z)= aexfipd+ g exp- ipy avec E+ InE

pourz>0 ; ¢ (z)=hexgig) avec O ouimaginaire pL(r F. MW E)

La continuité de la fonction d’onde et de sa dérigaz=0 impose :
ata,=h

p(a-a)=a
On définit les coefficients de réflexion et de samssion par :
2 2
R:‘& T:H‘H
& Pla

Justification : courant de particules (a un factkinormalisation pres) :

P T e

—mlm[f/J |

jzzl m w*aa_w:l:i m|:¢*%:l
Z

m | m 0z
Pourz<0:
) 1 mf o« ) . ) ) ) )
j, =Elm_(a1 exp(—lpz) +3 exp( IIOZ) Ipa expé 'pj‘ 3 exb— 'pm
p . 2 2« : * - _P 2 2
= im| i .| ~[a,| -8 a,exp(-2ipz) + 3 g exd 2ip3 _E(‘ g - 4)

imaginaire pur

R est donc bien le rapport des courants réflécimadent.
Pourz>0 :

j, =ﬂ\bl\2 siq est rée
m

j, =0 siq est imaginaire pt
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T est donc bien le rapport des courants transnincietent.
On obtient :

2
si E>V :R= —p_qj  T=2P4_ . Ry T=g
p+q (p+a)

. 2
Si E<V :R= p+qu =1 : T=0 : R+T=1
p—iq

ii. Paradoxe de Klein : barriere de potentiel aveauédgn de Dirac

Choisissons pour I'étude une fonction d'onde sohlutde I'équation de Dirac
stationnaire incidente dans la réginzg O, par exemple :

N facteur de normalisatic

® 1
=N exp(| 1P =
W P o xp(ipz) avec (Oj
£+m

p=J&i-m" >0

On cherche comme précédemment la solution stati@ren présence d'une
barriére de potentiel.

A) Case-V=m

Régionz<O0 :
) O
Y=NII _p exp(ipz) +§ - p o exf-ip2)
£+m £+m
Régionz>0:
®
¢ =bN' 44 exp(iq2) avecqz\/(g—\/)z— 1
E-V+m

La continuité de la fonction d’'onde (pas de sawéericar I'équation de Dirac est du
premier ordre) erz=0 donne :

- + -
N(1+4a) = bN' 1789 £¥M _x_a=22
l1+a pe-V+m 1+ X
P __ba T len
N— (1—a)—TN bN'_ 2
E+m & m _N 1+ X

Courant de particules :
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(€]
o | 0Y 0 o, 2
JZ=J3=w*y°yiﬂ=\N\2(d>*,—p CDTJ( ]{ j 0 __ <P IN[*

E+m O -I)\-o, O "

E+m
2 (1-XY
=l =[x

o2 20INT (e+m)_ax
T_‘b( 2 2
(e-V+m) 2p|N[  (1+X)
On aR+ T=1 comme il se doit.

B) Cas—m<&-V<O0

Il N’y a pas d’'onde propagée a priorigetest imaginaire pur.
Calculons le courant de particule :

—-q
a? I 0) 0O o (D
'3= t,,0 =N|2 q)T’ (DT z =O
Py =INT oL (o _J[_az O}Lq)
E-V+m
C)Case-V<-me V>e+ v
. 29 2
Alors g=+/(e-V) -nt etf=— | N
g=2(e-V) F=—ct—|N|

Pour avoir j® >0 (on ne veut pas de particule venantzde0), il faut prendre
g<O0care-V +m<Q0!
Alors les formules pouR et T sont les mémes que celles du cas A). Noter que

+
X =4_£*m est positif cag -V + m<O0.
pe-V+m

Alors, ou est le paradoxe ?

Si on fait tendre V vers l'infini, on obtient un efficient de transmission qui tend
vers une limite non nulle ! En effef~V quandV - o , donc:

_e+m-p . L 4p(e+m)
E+m+p (g+m+ p)2

Une particule semble pouvoir passer une barriereatentiel répulsive sans la
décroissance exponentielle dans la longueur detgadioé@ qu'on trouve avec
I'équation de Schrdédinger !

R
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Ce paradoxe ne peut étre correctement levé que ldacadre de la théorie des
champs, qui incorpore la création et I'annihilatma particules. En présence d’'une
énergie potentielle supérieureZm (ce qui est le cas puisque>m), il y a une
émission possible de paires particule-antipartitule

L - Zitterbewegung
I. représentation de Heisenberg
ii.  équation du mouvement

On montre dans ce paragraphe que le mouvement ¢gvarieule libre décrit par
I’équation de Dirac est la superposition d’'un maueat de translation uniforme et
d’'un mouvement oscillatoire dont I'amplitude est kerdre de grandeur de la
longueur d’'onde de Compton de I'électron.

I. Représentation de Heisenberg

On part de 1—‘”=Hz/; et on poseyy (t) =U (t,t, )¢ (t,).

Alors U (t,t,) = exp(—iH (t-t,)) (etdont)'U =UU "= 1, ou encore :
U (tt,) =1-i] HU (t't,)dt.

On définit la représentation de Heisenberg en gasan

Y (1) =0T (t5)w(t) =¢(t)

¢, est «immobile » (indépendant du temps).

Dans cette représentation, une observa@blee transforment par :

A- A =UAU

Et de cette fagcon on@,, | A, [, ) =(¢|Ay) : 1a physique est la méme.

Lesy,, et A, forment une nouvelle représentation du systemsigbg, ce sont les
opérateurs qui varient avec le temps, et pas letifomd’onde.

Equation d’évolution des opérateurs :
ouU

I—=HU
.ouU
aaIf lé/t( 2 =HUY (k)= ac;u*
_|_=U TH T:U TH
ot
On en déduit :

N
iaA* =i U AU +u*aAU +UTAau ——UTHAU+|(6A) +U TAHU
ot ot ot ot J,,
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=yt 'a_A\: a_'A
U[A*”U+{ij Awﬂﬁ'“(ij

Si A ne dépend pas explicitement du tem%té €0), on obtient |- =i[H ,A,]|.

i.  Zitterbewegung

On repart du hamiltonien de Dirac d’'une particibded trouvé initialement :
H=alp+/m

Comme I’opérateuﬁ commute aved : TJH :B:constantu

ona:[X,, pu|=U"[%x p]U=iUU=i=[x p]

Dgnc:
O =i[Hy e ] =an
d;’t“ =i[H,,au|=iU"[H.a U

=UT(i(HE+ZrH)—zEH)U =2p - 2auwH =-| au —% H
=

= aw =[EH (0) —ﬁpj exp(- 2Ht) +ﬁp

—TH =TH (0)+ﬁpt +£EH (o)—ﬁpjz—iH exf— Ht -1 )

Les deux premiers termes représentent une trasslatvitesse constante, mais le
troisieme terme est un terme nouveau.
C'est un terme oscillant (d’'ou I'expression « Zittewegung » qui signifie

: _— 1 : o
tremblement). L’amplitude d’oscillation est de tve de—, soit en retablissant les
m

" hi ,
unités standard—, la longueur d’onde de Compton de I'électron.
mc

Le calcul donne :
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« Sionprendy, =| _|exp(ipz), alors :

o O O B+

Walrnlw,) =2+ mp, t mpzsin[z\/mt}

rn2 + pZZ 2(m2 + p22)3/2

T O B

« Sionprendy =N exp(ipz) alors :

- t
<<//H\rH\t//H>=zo+p—Z+0

'+ pZ

On voit donc que le terme oscillant a pour origumge interférence entre les
solutions d’énergie positive et négative.

Remarque : avec un logiciel de calcul scientifiqg@enme mathematica, on obtient
facilement :

m 0 pz px-i p
H = 0 m pxtipy - pz
- pz px—ipy -m 0
px+ipy - pz 0 -m
m 0 pz px=i py
m’ + pxX'+ py + pZ h+ pi+ gy pz W px Py
0 m px+i py 3 pz
T m+pX+ py+ pz o+ opk+ pr opz W px By P
pz pX=i py B m 0
m’+ pxX+ py+ pZ M+ pk+ pY pz m px py Pz
pXx+ipy 3 pz 0 3 m
m’+ pX+ py+ pZ  mh+ x+py’+ pZ m’ + pX + py+ pZ
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Pour px= py=0:

cos{ 2/m’ + pft]— W

0

ipBin[Z«l nt+ pz H
h Jm?+ pZ

0

exp(2Ht) =

imsin[a/ nt + pZ ﬂ

cod 3l 52 -

0

A + pZ

0

ipBin[Z«/ nf+ p2 ﬂ
Jm*+ pZ

imsin[z\/m“r—pz‘ﬂ

cos[Z«lmz +pZ t} +

ipBin[Z\/rﬁ+—piﬂ

Jm? + pZ

0

Jm? + pZ

0

imsin[Z\/ nt + pZ ﬂ

0

ipzsin[le nt+ p2 ﬂ
\Jm? + pZ

0

imsin[lenf+ piﬂ
Jm? + pZ

cos| 2/n7 + pZ t{+
{2/ + o2 ]
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M - Epilogue. Sortie du probléeme ?
- théorie quantique des champs
- réhabilitation de I'équation de K-G.

Tous ces paradoxes et ces difficultés d'interpigatont levés en théorie quantique
des champs, ou le lagrangien de la théorie esttroinsles le départ a partir
d’opérateurs de création et d’annihilation de palés. Les équations s’appliquent
donc a des opérateurs, c’est une généralisatida teprésentation de Heisenberg,
ou le temps et les coordonnées d’espace jouentdles similaires. Grace aux
propriétés de commutation et d’anticommutation = ©pérateurs, on peut
s’arranger pour éviter 'émergence de masses né&gata condition d’'imposer le
principe de Pauli aux fermions et de symétrisatoix bosons. Ainsi se trouve
« démontrée » la relation entre spin et statistiquee théorie des champs a ses
propres difficultés, on ne peut pas la considéoenme une théorie complétement
aboutie, mais ses succes sont remarquables selkel@ base du modele standard de
la physique des particules, qui décrit correctenieniphénomeénes microscopiques
sur plus de 24 ordres de grandeur en énergie, dapdeV.

Il est intéressant aussi de noter qu’'on a pu rétebiéquation de K-G, et I'écrire
sous forme d’équation du premier ordre en tempdicam®e une fonction d’onde a
deux composantes (et non 4), ce qui expligue paurgufaut deux conditions
initiales pour la résoudre completement. Le couramservé s’interprete alors
comme un courant de densité de charge, et il pent @tre positif ou négatif.
L’équation de K-G décrit ainsi une paire particalgiparticule chargée sans spin,
comme les mésong*, et permet de calculer assez bien les niveauxedyim des
atomes pionigues, atomes dans lesquels on rempilacélectron par un pion.
L’interaction forte des pions avec le noyau appocependant des petites
perturbations difficiles a calculer et limite laéprsion des prédictions.
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